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6. Выводы. Если в состав любой оптической системы входит напряжен-
ное, пьезооптически активное тело, то это тело (тела) может приближенно
рассматриваться как набор оптически однородных пластин. Приближение бу-
дет тем точнее, чем большее количество более тонких воображаемых пластин
будет использовано.
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ВЛИЯНИЕ ПОПЕРЕЧНЫХ КОЛЕБАНИЙ ПЛОСКОГО РЕШЕТА
НА ДВИЖЕНИЕ СЛОЯ ЗЕРНОВОЙ СМЕСИ
Використовуючи гідродинамічну аналогію, побудовано наближені формули для обчислення
проекцій швидкості потоку зернової суміші на плоскому нахиленому решеті, як шару в’язкої рі-
дини, з урахуванням його поперечних коливань і відокремлення проходової фракції від суміші
внаслідок сепарування. Проведено розрахунки та проаналізовано результати обчислень.
Using hydrodynamical analogy, the approached formulas for account of projections of velocity of a
flow a grain mix on flat inclined sieve, as layer of a viscous liquid are constructed, in view of its cross
vibration and branch passing of fractions from a mix owing to separation. The accounts are carried out
and the results of calculations are analysed.
Проблема. Вследствие применяемых упрощений, существующие мате-
матические модели движения слоя зерна по виброрешету не всегда адекватны
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техническим условиям сепарирования. Поэтому разработка уточненных тео-
ретических моделей движения сыпучей среды в условиях вибраций относится
к актуальным задачам.
Обзор последних публикаций. Известные концептуальные подходы к
описанию движения зерновой смеси, как и сами публикации, достаточно пол-
но проанализированы в обзорной части монографии [1]. В последнее время
при разработке моделей движения начали использовать гидродинамическую
аналогию, где вибрации решета учитывают косвенно, задавая значения коэф-
фициента вибровязкости смеси в зависимости от амплитуды и частоты коле-
баний решета [1,2,3,4]. Такой подход позволяет вычислять усредненные за
период колебаний, независимые от времени, значения кинематических харак-
теристик потока зерновой смеси. Однако, вследствие вибраций решета, в дей-
ствительности, эти характеристики являются периодическими функциями
времени. Поэтому желательно знать отклонения максимальных значений
проекций скорости потока зерна, производительности решета и других пара-
метров от их усредненных значений. Для проведения такого анализа прихо-
дится решать уравнения гидродинамики с учетом периодически изменяю-
щихся во времени инерционных членов, что усложняет математическое ис-
следование. Важное значение приобретает поиск корректных приближенных
решений, что и определило цель этой работы.
Целью данной работы является построение компактных формул для
расчета кинематических характеристик потока зерновой смеси при ее сепари-
ровании плоским наклонным решетом с учетом его поперечных колебаний.
Цель достигается путем приближенного аналитического решения краевой за-
дачи гидродинамики для дифференциального уравнения с периодическим во
времени коэффициентом. Построение приближенного решения проводится
методом Бубнова-Галеркина.
Изложение основного содержания работы. Определение проекций
скорости потока ),,( tyxuu = , ),,( tyxυυ =  на координатные оси ox и oy пря-
моугольной системы координат, показанной на рис. 1, в зависимости от вре-




































































=∇ ; ρ, μ – усредненные по объему плотность и
коэффициент вибровязкости псевдоожиженной зерновой смеси;
−= ),,( tyxpp  давление в движущемся слое смеси толщиной h; θ – угол на-
клона решета к горизонтали; g – ускорение свободного падения.
Рисунок 1 – Расчетная схема решета со слоем зерновой смеси
При постановке граничных условий учтем, что на свободной поверхно-












u υ .                                         (3)
По условию «прилипания» смеси к решету, которое обычно применяют в
гидродинамике [5], в плоскости y = h:
0),,( =thxu .                                                    (4)
Задание поперечной проекции скорости в этой плоскости вызывает за-
труднение, обусловленное тем, что часть зерновой смеси, в виде проходовой
фракции, проникает через перфорированную поверхность решета, а другая
часть, в виде сходовой фракции, совершает вместе с решетом поперечные ко-
лебания. Во избежание чрезмерного усложнения математической постановки
задачи распределение поперечной проекции скорости потока на решете будем
описывать выражением:
[ ])cos()sin()1(),,( ttАthx п ωβεωεωευυ −−−= .                   (5)
Здесь A, ω – амплитуда и частота поперечных колебаний решета; ε – ко-
эффициент «живого сечения» рабочей плоскости решета длиной L и шириной
H; υn, β – константы, подлежащие экспериментальному определению в кон-
кретных условиях сепарирования.
От значений этих констант зависит производительность решета Qn по
отделению проходовой фракции от смеси. Действительно,
[ ])cos()1()( tALHtQQ ппп ωβεωυε −+== .                        (6)
Согласно (6) средняя производительность сепарирования за период од-
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ного колебания решета зависит только от константы υn и определяется выра-
жением
nncp LHQ ευ= ,
что упрощает экспериментальное определение υn.
Второе слагаемое в (6) описывает изменение производительности, вы-
званное колебаниями давления внутри слоя зерновой смеси, вследствие попе-
речных вибраций решета. Считая, что производительность Qn(t) в любой мо-
мент времени должна быть положительной, приходим к ограничению:
[ ] 1)1(0 −−<< εωυβ An .
Подчеркнем, что выражение (5) является граничным условием в инте-
гральном, приближенном смысле, где усредненная по поверхности перенос-
ная скорость колебательного движения решета (второе слагаемое) складыва-
ется с усредненной по той же поверхности относительной скоростью отделе-
ния проходовой фракции (первое и третье слагаемые) и корректируется их
вклад в сумму с помощью коэффициента живого сечения решета.
При ε = 0:
)sin(),,0( tAth ωωυ −= ,         Qn = 0.
Если ε = 1, то:
nth υυ =),,0( ,               LHQ nn υ= .
Оба частных случая согласуются с физическим представлением о дви-
жении смеси. В первом, когда нет отверстий в решете, вся смесь совершает с
ним колебания с частотой ω. Во втором случае, когда поверхность решета
идеально проходимая, колебания решета не влияют на поперечное движение
смеси, которая вся становится проходовой фракцией.
Учитывая малую толщину слоя смеси по сравнению с другими его раз-
мерами, в установившемся режиме движения принимаем:
)(),,(),,( tthxtyx υυυ == ,
то есть считаем поперечную проекцию скорости слоя не зависимой от x
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θυ 1cos ,                                           (9)
а граничными условиями к ней, вместо (3) и (4) становятся:




u         при        y = 0
и                                                                                                                   (10)
u = 0        при        y = h.
Интегрируя второе уравнение в (9) по y, с учетом первого граничного
условия в (10) и выражения (5), получаем распределение давления в слое зер-
на:
[ ]{ }yttAgp )sin()cos()1(cos 2 ωβεωεωθρ +−+= .






и первое уравнение системы (9) можно выразить в виде:


















µθωβεωεωευ .         (11)
Учитывая краевые условия (10), приближенное решение (11) представ-
ляем произведением ( )22)(),( yhtftyu −= ,                                        (12)
где f(t) – неизвестная периодическая функция времени.
Используя (11) и (12), методом Бубнова-Галеркина, получаем обыкно-
венное дифференциальное уравнение
( ) *sin gfba
dt
df
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gg = ;       αωτ −= t ;       )(βεα arctg= .
Периодическое решение (13) ищем в виде:
)cosexp()()( 1 τττ bff = .                                      (14)
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Здесь Ik(b) – модифицированная функция Бесселя, таблицы которой
имеются в [8,9] и других изданиях по специальным функциям.
Таким образом, на основании (12), (14), (16) и (17) продольная проекция
скорости потока представляется выражением( ) )(),( 22* ττ Fyhgyu −= ,                                        (18)
в котором
















bIbF ττδττ ,       (19)
δk0 – символ Кронекера.
Обычно, в условиях сепарирования смеси на решете, параметр b < 1. По-
этому ряд F(τ) сходится быстро и вычисление его частичной суммы не вызы-
вает затруднений. Более того, при малых значениях параметра b вместо ряда






















погрешность которой имеет порядок b3. Тогда( ) )(),( 22* τϕτ yhgyu −≈
и для расчета скорости потока не нужно вычислять значения функций
Бесселя.
Производительность решета Qc(τ) по сходовой фракции является также







c == ∫ .
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В приближенных расчетах можно принять
)(
3
2)( 3* τϕτ HhgQc ≈ .
Если нет поперечных колебаний решета, то b = 0; I0 = 1; Ik(0) = 0. В ряде
(19) отличен от нуля только первый член, соответствующий k = 0. При таком
режиме сепарирования, согласно (18), (19), (20), продольная проекция скоро-
сти потока и производительность решета не зависят от времени, причем
( )22*),( yh
a






gQQ CTc ==τ .
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Обычно, в реальных условиях работы решета, параметры a и b меньше
единицы, причем
22 12 aa +< .                                                    (23)
Кроме того, для малых положительных b выполняется неравенство
1)()( 21
2
0 >− bIbI ,                                               (24)
в чем легко убедиться, используя таблицы функций Бесселя [9].
При выполнении неравенств (23) и (24), из сходимости знакочередую-
щегося ряда (22) вытекают соотношения:






Это значит, что при b > 0:
CTcp uu > ;             CTcp QQ > ,
то есть, за счет поперечных колебаний решета увеличиваются усреднен-
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ные проекция скорости потока и производительность решета по сходовой
фракции. При малом значении a:
)(20 bIuu CTcp ≈ ;           )(
2
0 bIQQ CTcp ≈ ,
то есть, увеличение кинематических характеристик потока смеси связано
главным образом с увеличением амплитуды колебаний решета (параметра b).
Результаты расчета и их анализ. Расчеты проводились для зерновой
смеси пшеницы при ρ = 750 кг/м3; h = 0,006 м; θ = 8°. Рассматривали две час-
тоты колебаний решета: ω = ω1 = 41,86 с-1 и ω = ω2 = 52,33 с-1 с различными
амплитудами. Вычисленные для этих частот, при амплитуде продольных ко-
лебаний решета A* = 0,0075 м, значения коэффициентов вибровязкости по
формуле из [4], оказались равными: μ =μ1 = 0,037 Па ⋅ с, μ =μ2 = 0,028 Па ⋅ с. С
увеличением ω уменьшился коэффициент вибровязкости. Решето характери-
зовали параметрами: L = 0,79 м; ε = 0,4. В качестве исходных данных также
задавали: 003,0=пυ  м/с; 1)( −= ωυβ Ап .
Рисунок 2 – Зависимости u(0,τ) при разных ω и A: 1 – A = 0,001 м; 2 – A = 0,002 м
Рассчитанные по (18) графики скорости потока u(0,τ) на свободной по-
верхности слоя, представлены на рис. 2. Цифрой 1 отмечены результаты, по-
лученные при A = 0,001 м, а цифрой 2 – A = 0,002 м. С увеличением ω увели-
чилась скорость потока зерновой смеси, а с увеличением A – возросли ампли-
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туды колебаний скорости.
На рис. 3 указаны графики удельной производительности решета
1)()( −= HQQ cc ττ , полученные по (20) для разных ω и A. Здесь также увели-
чение ω и A сопровождается увеличением )(τcQ , но, в отличие от u(0,τ), от-
носительные амплитуды колебаний меньшие. Это объясняется тем, что коле-
бания u(y,τ) ослабевают при y → h, а на поверхности решета u(h,τ) = 0. По-
этому интеграл от скорости по толщине слоя имеет меньшие относительные
изменения во времени, чем u(0,τ).
Рисунок 3 – Зависимости удельной производительности решета )(τcQ
при разных ω и A: 1 – A = 0,001 м; 2 – A = 0,002 м
На рис. 4 представлены графики удельной производительности решета
1)()( −= HQQ nn ττ . Они получены по формуле (6) при ω = ω1; A = 0,001 м для
двух значений ε коэффициента живого сечения решета. Удельная производи-
тельность решета по проходовой фракции, согласно изложенной теории, так-
же является периодической функцией времени, что связано с изменением
давления в слое зерновой смеси, вследствие поперечных колебаний решета.
Из рис. 4 следует, что при увеличении ε  уменьшается отношение ам-
плитуды колебаний Qn(τ) к усредненному за период значению этого парамет-
ра.
Расчеты показали, что поперечная составляющая вибраций решета вы-
зывает значительные колебания скорости потока и других кинематических
параметров. Но эти колебания больше влияют на интенсивность сегрегации
смеси и полноту ее разделения и меньше - на пропускную способность реше-
та. Из-за высокочастотности колебаний пропускная способность решета фак-
тически определяется усредненными значениями параметров.
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Рисунок 4 – Зависимости удельной производительности решета Qn(τ) при разных ε
Заканчивая изложение работы подчеркнем, что, кроме поперечных коле-
баний решета, выше косвенно учитываются также его продольные колебания,
от параметров которых зависит значение коэффициента μ. Изложенная при-
ближенная теория описывает по сути общий случай произвольно направлен-
ных гармонических колебаний плоского решета.
Выводы. Полученные расчетные зависимости приводят к результатам,
которые согласуются с физическими представлениями о движении зерновой
смеси на вибрирующем плоском решете. Поэтому они могут использоваться
для расчета кинематических характеристик потока. Адекватность теории
можно повысить путем экспериментального определения входящих в модель
параметров.
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